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In den Monatsberichten der Königlichen Akademie der Wissen- 
schaften zu Berlin (21. 2. 1878) hat Herr Wangerin in der Abhand- 
lung: „Ueber die Reduktion der Gleichung 

OH ON 4 

27 8 a yTe 
auf gewöhnliche Differentialgleichungen* die notwendigen und hin- 
reichenden Bedingungen für jene Reduktion mit besonderer Rücksicht 
auf Rotationskörper ermittelt. Aber den daraus entspringenden ge- 
wöhnlichen Differentialgleichungen ist, abgesehen von einem speciellen 
von Herrn Brioschi behandelten Fall, eine besondere Untersuchung 
noch nicht zu Teil geworden. Die folgende Arbeit versucht, einiges 
zur Kenntniss der durch dieselben definierten Funktionen beizutragen. 
Sie entbehrt um so weniger des Interesses, als sie zeigt, dass jene 
gewöhnlichen Differentialgleichungen diejenigen Lam&’schen Funktionen 
2. Ordnung definieren, welche die Laplace’schen und Bessel’schen 
Funktionen mit ganzzahligem unteren Index!) als Grenzfall in sich 
schliessen. 
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Erster Teil. 
Aufstellung der gewöhnlichen Differentialgleichungen. 


Sale 
Ist ein Körper gegeben’), für dessen inneren oder äusseren 
Raum die Gleichung 
ON RO N: 0: 
FICHTE TÜREN 
stattfindet, so suche man ein System krummliniger Koordinaten von 
der Beschaffenheit, dass die den Körper begrenzende Fläche in einer 
der drei sich rechtwinklig schneidenden Flächenscharen enthalten ist. 
Liegt insbesondere ein Rotationskörper vor und sind £ und « die 
krummlinigen Koordinaten zweier orthogonalen Kurvenscharen in der 
Meridianebene eines solchen, so wähle man den Winkel 3, welchen 


eine beliebige Meridianebene mit einer festen bildet, als dritte Koor- 
1* 


4 
dinate. Die x-Achse sei Rotationsachse. Alsdann stellen sich. die 


rechtwinkligen Koordinaten eines Punktes, durch £, « und 9 ausge- 
drückt, folgendermassen dar: 
2) = Rlk&bu), y—-raId, zermu, rue, 
Die Bedingung der Orthogonalität ist: 
0292  drdr 


3) Fr ne 


Wird 1) auf die Koordinaten «, r, $ transformiert, so ergiebt sich: 
0 V 00V 1-97 I. @V 
Ba 
Entwickelt man die Potentialfunktion V in eine trigonometrische 
Reihe und setzt: 


4) 


oo ; 
) v- = WW (2, sin (m 9) + b,, cos (m 9) 


m 


so genügt W der Differentialgleichung: 
%®W 02W 1 8W m? 


u Bla ann dee, 
Mit Poisson®°) schreibe man: 
1 
7 W — — 
Vr 
so entsteht: 
ee. 
8) a SR HEWRET (m 4)r=0. 


Durch die Substitutionen: 
9), a +ir=oe=Fl+in; e—ir=gq=Ffl(t— iu) 
geht 8) über in: 


0 v i 1 v ee 
= rare 
Dabei ist freilich in 9) eine passende Wahl der krummlinigen 
Koordinaten it und « ‚vorausgesetzt, um einen derartigen Zusammen- 
hang mit x und r zu erhalten. Dass dies stets möglich ist, hat Herr 

Wangerin in der unter ?) genannten Schrift gezeigt. 
Nimmt man in 10) (£—+ iu) bez. ( — iu) zu Unabhängigen, 

so erhält man: 

9» am IR Ar -F'( iu), , 


N dlt+iu)d (te — iu) [Fl+iu)— Fl—iu)® m 


5 


Mit Herrn Wangerin ?)“3) knüpfe man an diese Gleichung die 
Bedingung: 


so wird: 
N ee 
Er ee 


und man erkennt sofort, dass die Funktionen P und Q dann und 
nur dann durch gewöhnliche Differentialgleichungen 2. Ordnung de- 
finiert werden, wenn die Gleichung stattfindet: 
| 4) ER Weriu) AR m) 

4 ) [F (t+ iu) — F(t— iu)]? 


= (m) u Cd + mein). 


Zur Bestimmung von F(t-+ iu) differenziert Herr Wangerin?) 
die Gleichung 14) zuerst nach {, dann nach « und erhält: 


Ef ti)  Frle—iv). „[eHio) HFle—iu)] 
F(t-+iu Fd(-— iu) [F(t-+ iu) — F(t — iu)] 
F?(t + iu) — F?(t— iu)] 
a De u iz Fe 9 

Substituiert man: 
16) tiu=&t-iu=n 
differenziert dreimal nach & und eliminiert die Differentialquotienten 
von F(n), so geht, wenn zur Abkürzung: 

d(F"& 
% ale)? 
gesetzt wird, die Differentialgleichung hervor: 
BZ RUE Z aa ]z=o; 

d® DNS) GE F'(&) f 
deren allgemeines Integral lautet: 
19) Z=12AFe&) Fe) +12B FR). 

Aus 17) folgt daher für die Funktion F(t + iu) die Bestim- 
mungsgleichung: 
20) Pr) =AFKH)+ABFRÜ)+6CFE)+4B FE) +A. 

Dieser Differentialgleichung genügt jede elliptische Funktion 
2. Grades von &. Ihr Integral wird nach den von Herrn Weierstrass 
in seinen Vorlesungen gegebenen Formeln dargestellt durch: 


14) 


15) 


F(&) 


18) 


ER . 
21) F(?) = ee 
o(E Tran &) — Sy R (a) 


wo a irgend eine Wurzel der Gleichung: 

22) Ra)=A#t+4B® +60 +4Ba+4—=0 

ist. A, B, C, A’ B’ und & sind willkürliche, durch die Rechnung ein- 
geführte Integrationskonstanten. Es werde weiter vorausgesetzt, dass 
die Invarianten g, und g, der elliptischen Funktion @ (£ 9,, 95) reelle 
Grössen sind. Die Formel 21) 


Nr art BımlE- 5) 

a nee 
lässt für die Koeffiecienten «, $# im allgemeinen komplexe Grössen zu. 
In sofern nun jene Koeffieienten Funktionen einer Wurzel « von 22) 
sind, zu dieser aber stets, wenn sie komplex ist, eine Konjugiert 
imaginäre Wurzel gehört; — es andererseits gleichgiltig ist, welche 
der Wurzeln von 22) zur Reduktion des unter dem elliptischen In- 
tegral auftretenden Radikandus von der 4. auf die 3. Ordnung ange- 
wandt wird; folgt als len! imaginäre Form des Integrals 21a): 


athb pam), 

a IN + m) 
Wir merken noch 24 specielle Formen, welche das Integral von 
20) annehmen kann, an. Zur einen Klasse derselben gehören die 
12 6-Quotienten, welche als eindeutige, doppelt periodische Funk- 


tionen 2. Ordnung der Gleichung genügen: 


3 ()=l-@-ar)i-@ er) 


Ven— Ve, — ou 
Zu der anderen Klasse gehören die Quadrate jener 12 6 -Quo- 


tienten, für welche, wenn &—=n gesetzt wird, die Gleichung statt- 
findet: 


25) (2) =4n (1 le) n) (1 le n)- 
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8.2. 
Ein besonderer Fall bedarf noch der Erledigung. 
Für Z= 0 wird nämlich Gleichung 18) identisch erfüllt. Als- 
dann folgt aus 17): 


> R"@) 


OR 
Demnach: 
27) F&$)=6CFE) AB Fi)+ A. 
Diese Form resultiert jedoch aus 20), wenn man dort: A = 0 
und B=0 setzt. Unter dieser Voraussetzung reduzieren sich aber 


die Invarianten 9, und g, der p-Funktion auf: 


28) (dg=3%0» 9=— 6}, 
zwischen denen die Relation besteht: 
29) ge — 27 9, = 


Dies besagt bekanntlich, es ist in Gleichung 21) statt 9 (£ — &0) 
einzuführen: 
99; 


2 
30) U EL RT CL 


le 
2 9a 
natürlich mit Rücksicht auf die in 28) gegebenen Werte von 9, und g;. 
Geschieht dies, so erhält 21) die Gestalt: 


a me, (8 Ca-+ B') sin: Nu CE — 5). 
wo a eine Wurzel der Gleichung: 
32) Ra) =6C°+4Bzx:+4=0 
ist. Durch eine einfache Reduktion geht 31) schliesslich über in: 
B  VaB®?—64C —— 
33) F($) a ee 30 =}: Berteaeanu COS (V- 6 C(E ms &)) 


Hierin kann CO sein. Nur für den Fall C = 0 versagt 33). 
Für diesen ist jedoch: 


p) 


34) F?(e)=4B.F()+ A 
Fei)=a+B(& — 5%) 
A' 
2) RN) u ımchBie 5 


Diese Funktion hat Herr Karl Baer‘) seiner Dissertation zu 
Grunde gelegt. 


6) 


Endlich ist noch der Fall bemerkenswert, dass die Relation: 


36) 4B?—64A4C=0 
besteht. Alsdann ergiebt sich: 
37) Fo—-— 34 dem. 


Man bedarf dieser Funktion bei der Kugel und dem Kegel. 


53. 

Wir sind jetzt imstande an die Aufstellung der gewöhnlichen 
Differentialgleichungen für die Funktionen P und Q heranzutreten. 
Dazu mache ich auf die Eigenschaft der linken Seite der Gleichung 
14) aufmerksam, unverändert zu bleiben, wenn statt F’(£—+- iu) ge- 
setzt wird: 

a, + ı Fe + iu) 
+ Pa F(t-+ iu) 

Es besagt dies, dass die Reduktion der Potentialgleichung auf 
gewöhnliche Differentialgleichungen, sobald dieselbe für einen Rota- 
tionskörper überhaupt möglich ist, auch für diejenigen Körper aus- 
führbar ist, deren Meridiankurve aus der des ersten durch die Trans- 
formation: | 


39) atir = 


38) ylt+iu)= (a, ß reell). 


+ Bı (a + ir,) 

oa + (ln +ir)’ 

Inversion genannt, hervorgeht. 
Die Potentialfunktionen selbst unterscheiden sich nur durch den 


Wert des in 7) auftretenden Faktors mi 


m 
Im folgenden unterscheiden wir 3 Fälle, je nach der Art der 
Wurzeln von 22). 
1. Fall. Alle 4 Wurzeln von 22) sind reell. Die Koefficienten 
von 21) sind alsdann reell. Deshalb kann man zurückgehen auf: 
Fe +iu=p(+ iulg, 9) 
und es lautet 14): | 
de 2) DE 
a (m 4) pletiu))— pltt—in? 


— (m — 2) Im (22) + u (2iu)- 


Entnimmt man aus der Weierstrass-Schwarz’schen Formelsamm- 


Q 


lung die Ausdrücke für @' (t + iu) bez. pP (t — iu), so folgt durch 
Multiplikation: 


40) PH) pl in) en „= € ; Da 


Drau] 


Der Faktor vor der Klammer ist 
—= pe -tiu) —- el — iu). ° 


Für den Ausdruck in der Parenthese leitet man aus: 


ed aalart) wi 


41) 29 =—-|20W- a 


Demnach geht 14a) über in: 
42) — (m -4)Ip (2iu)—p(2 = (m: =) \u(2) + u, (2 u) 


43) PL) Ri) —pliu). 

2. Fall. Es sind 2 Wurzeln reell, 2 komplex. Da es gleich- 
giltig ist, welche der 4 Wurzeln von 22) man zur Reduktion des 
- elliptischen Integrals auf die Normalform anwendet, so nehme man 
eine reelle. Dadurch ist dieser Fall auf den vorigen zurückgeführt; 
denn die Koefficienten von 21) sind alsdann reelle. Aus 13) folgen 
die beiden gewöhnlichen Differentialgleichungen: 

2 
) (m) 9 2) hl. P 
d’Q 
Bann = ma) ptzin—n]- 0 
3. Fall. Alle 4 Wurzeln komplex. 
Bildet man unter Zugrundelegung von 21a) und 21b) die zu- 
gehörige Gleichung 14), so stellen sich, bei Anwendung der Weier- 
strass’schen Theorie, der Trennung der Saanslen grosse Schwierig- 
keiten entgegen. Deshalb knüpfe ich an das von Jacobi für den 
besagten Fall abgeleitete Integral an; es lautet für 20): 
. an ae 
45) F(t+ iu) = Dean) («, ß reell). 

Da die Trennung nur für tg am (E + iu) zu bewirken ist, so 

folgt mit Rücksicht auf die Formel: 


44) 
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46) itgam (t-+ iu, k') = sin am (i (t+ iu), k) =— sin am (u—it,k). 
FSB nein 
My" 2300 2 
El Ion wi (+3on )) 
rel 1 ug au 
4 Isn’ u eh En al dw 
1 
m N A A En. En a 
— [pr &+P (u & w)— e; — k? sin? coam vt nat Ss 
a 


-_ 1[pu- a+p@t0)- p@ id +a— gan} 


47) = - 7 [#(u1a 3) Plirle en 


Hieraus leitet man ab: 


N N a. 
a (4) Bo “ 

en — 4). 7 er \ 
also Gleichungen von demselben Typus wie 44). Wir haben daher 
unser ganzes Interesse der Differentialgleichung: 


u (m 4) pu—a:y 


Bu 


48) 


zuzuwenden. 


Zweiter Teil. 


Ueber den Zusammenhang der Lame’schen, Laplace’schen und 
Bessel’schen Funktionen. 


81: 
Den durch die Differentialgleichung: 
d? 1. 


definierten Funktionen y adjungiere ich Funktionen z, welche mit den 
y verbunden sind durch: 


2) ne 


und der Differentialgleichung genügen: 
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d?z 6'u 7 je 
3) Gar din 
1 Ir6% et 
jener io GE rt len 


Die Koeffiecienten in 3) sind doppelt periodische Funktionen. 
Die Wahl des Radikandus in 2) ist so getroffen worden, dass 3) in 
die Differentialgleichung der zugeordneten Kugel- bez. Bessel’schen 
Funktionen übergeht, wenn ihre Koefficienten zu einfach periodischen, 
bez. rationalen Funktionen werden. 

Die Gleichung 1) für die Funktionen y nenne ich die doppelt 
periodische Normalform. Derselben lässt sich eine algebraische 
Normalform an die Seite stellen. — Setzt man 

4) pu=s 
und macht s zur Unabhängigen, so geht 1) über in die algebraische 
Normalform: 


d’y ( 1 )% 
Ser ae her vu Feel Bau 
5) (45 93 9) + SL 


-emt)edr=0 


Die Funktionen y sind in der Heine’schen Bezeichnung solche 
Lame’schen Funktionen 2. Ordnung, deren Zahlenindex die Hälfte 


einer ungeraden Zahl ist, also 


h 
6) Dee Ye 


2 
1 2m —1) 2m-+]N) 
: ER Se Bude, TE 
denn: m 1 9 5 
Dieselben sind nicht mit den gewöhnlichen Lame’schen Funk- 
tionen 2. Ordnung: 


N E,=Yon+ı 
zu vertauschen, indem alsdann 

8) m -( - 4=nleHi) 
für _ Sr oder = 
ist. 


Die Funktionen E, haben eine eingehendere Untersuchung in 
den glänzenden Entwickelungen Hermite’s“) erfahren. Ferner hat 
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Herr Fuchs'‘) nachgewiesen, dass die Beiträge von Heine!) zu den- 
selben einen singulären Fall betreffen, indem im allgemeinen E, (s) 
keine ganze rationale Funktion »!® Grades von s sein wird. 
Die hier vorliegenden sind von jenen wesentlich verschieden. Sie 
treten zuerst in der von Herrn Wangerin verfassten Preisschrift?) auf. 


82. 

Die Bezeichnung der Gleichungen 1) und 5) als Normalformen 
will ich durch Ueberführung einiger Differentialgleichungen in diese 
Form rechtfertigen. 

Herr Hermite'*) geht bei seinen Untersuchungen aus von = 
Gleichung: 

Ey 
du? 

Ich verallgemeinere dieselbe und schreibe: 


2 
9) = le?) om Vaza U, K)+ny. 


— laBsmutly. 


Pre 
Für: s—a=(3— ee) dn Ve — & U, k) 
s—— = ne &) cn? (Ve, — 6%, k) 
10) s— 3, — oe) sn VE u, k) 
s—p(u tw | 9, 9) 
a eg 6 
er 0.:08 


geht 9) in die algebraische Normalform 5) über. 
Geht man aus von: 
a’ Y ERS (&5 — &) "> ( BER ) n 
11) ar a Ve, — eu, k + Ay 
so leistet die Brioschi’sche Substitution?) (Comptes Rendus, T. 85, 
1877) für: 


s—-a.a=l,—e) sn” Vs — e u, k') 


8 u = Ce, ve: I) cn (Ve, — e,u; k') 


12) s— 3 = (a —%) dn’ (V,— eu, k') 
s=p(u + o'|g, 9) 
’ (& Se e,) 
Mae ) 
(ea eg &,) 


den Uebergang zur Normalform. 


13 
In ähnlicher Weise: 


2 aRE nn 
13) ZW E a) sin? coam (Va — 65 Uy k) fa A Y 


du (&ı — 63) 
für: s—ea= (e, — oe) 2 coam Ve, — e; u, k) 
s — = (&, — &) 608? coam Va u, k) 
14) Fe e,) sin? coam (Ve, — e; u, k) 
s—=p(u & w"|gs, 9) 
ae 03 u) 
e1..88 


Schliesslich die ebenfalls bei Herrn Hermite'*) auftretende Form: 


ay (a — &) 1 | 

15 I ra, a 

) du VEN 5) y 
AP JUNE 

für: EN ESEE N er e& u, k) 


(Ve — & uU), k) 
d Ve — 3 „k 
rEIEpEAE: 
es ss — = (a — &) —————— en: 

{ "on Va e, u, k) 
sp (u | gs, 95) 

er Ureh (a — 8), 

Ar (1 — ee) 


Diese Substitutionen folgen mit leichter Mühe aus den im 2. Heft 
der Weierstrass-Schwarz’schen Formelsammlung angegebenen „Ver- 
wandlungsformeln für die 6 -Quotienten“. Der Vollständigkeit wegen 
gebe ich noch kurz an, wie die Heine’sche Form der Differentialglei- 
chung der Lame’schen Funktionen 2. Ordnung in 5) übergeführt 
wird. Geht man aus von: 


(er) )ED Heer) 


+(( + )v— eo )E () =(, 


setzt: 
.18) W=% 


und macht » zur Unabhängigen, so folgt: 
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2 
19) 42(2— 3) 2-2) 


(®+e v—a2)H= 0. 


Eu 2(32 a + 
A 1 
Für: ı—=s—+ ey (? + ec) 


az A 2 212.2 2042 
20) u t4.c2) 40? c 
8 2 2\3 A 2 22 2 2 
=, @+—,#eW@+e) 
r= (+ 2)v— ec (+ 0) 
wird aus 19) die algebraische Normalform: 


ne -E=0. 


(62 —oa)z 


a Ir 
5] (4: ga 8 2) nel 5 
welche für: 


Syn 


ds 
VA®— 98 — 9; 
die doppelt periodische Normalform: 


i Ehe 


ergiebt. 


—du; s — p (u | 9a, 95) 


Se 
Es erscheint nicht unwichtig, die Aufmerksamkeit auf zwei 
Differentialgleichungen zu lenken, welche eine Erweiterung zweier in 
Heine’s Handbuch I, p. 148, p. 217 auftretenden sind. 


Setzt man: 
Cr 2 


so genügt 2% der Differentialgleichung: 


(m) (m) 
d?z 6'u N | dz 
23) 1 a en — 


+ [ei He+dr- 


und ganz analog kann man definieren: 


h a 0, 
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SR ch 2 ie Bi Re: u? m 
24) 2m) ' j IR ou i .y— I z 7) Gul 2, 
WO 27) der Differentialgleichung genügt: 
d? (m) G'u N d (m) 
RR REN Ey) RTER. BR, EL NN RER Sk 
a du? ( u: 16, [) | du 


\ 1\? GENE 1\9 Kl 
— (m BR ) [px = ou oo .) EC = wi ne 
Diese Gleichungen sind in den gleich zu betrachtenden Grenz- 


fällen der Ausgangspunkt für die Aufstellung von Relationen zwischen 
den y- bez. z-Funktionen mit veränderlichem Index „m“ geworden. 


54. 
Die Toroidal-, Kegel- und Kugelfunktionen. 


Die von Herrn Weierstrass in seinen Vorlesungen gegebene 
Theorie der elliptischen Funktionen gestattet mit überraschender Ein- 
fachheit einen streng funktionen-theoretischen Zusammenhang zwischen 
den Lame’schen, Laplace’schen und Bessel’schen Funktionen nachzu- 
weisen. Die zuerst genannten Funktionen schliessen die beiden 
übrigen als Grenzfälle in sich, die letzte ist wieder ein Grenzfall der 
zweiten, so dass wir in jenen 3 Gattungen von Funktionen eine 
geordnete Stufenfolge zu unterscheiden haben; am höchsten stehen 
die Lame’schen, am tiefsten die Fourier - Bessel’schen Funktionen. 
Dies zeigt, dass $ 3 des Heine’schen Handbuches einer Berichtigung 
fähig ist, indem einerseits die Funktionen des elliptischen Cylinders 
ganz ausserhalb des genannten Funktionengebietes stehen, anderer- 
seits der Mehler’sche Uebergang von den Kugel- zu den Bessel’schen 
Funktionen ein Element in sich bergen muss, welches seine Anwen- 
dung wesentlich beeinträchtigt, wie dies für die Bessel’schen Funk- 
tionen noch zu zeigen ist. 

Als erster Grenzfall ist derjenige anzusehen, in welchem die 
doppelt periodischen Koeffieienten der Gleichungen 1) und 3) zu ein- 
fach periodischen Funktionen herabsinken. Es besagt dies, dass die 
eine der Perioden der 9-Funktion unendlich gross wird, oder dass 
die absolute Invariante: (95? — 2793?) gleich Null ist. Hierauf be- 
ziehen sich die folgenden Formeln: 


16 
26) Ba. 05 


en (a meies) 
sin? (Ve, — 6 u) 


tr 8a} 


I —_ oo; er AV Zac Van) 
@ U & 

BL 

e (3 Gu= en (Ve, — eu) 

Be 
1 1 6 u N J 1 N 6 6; 
een le. a 3 
k2 €9 IaLRR ez 0 h'2 e €g Lippe br 
eı 7 #3 e1,772.68 
27) Er 


Man gehe von dem primitiven Periodenpar 2», 2» zu dem 
primitiven Periodenpaar 2 0, — 2w über. Dadurch bleiben die Inva- 
rianten 95 und 9; ungeändert, während e, und e, ihre Stelle ver- 
tauschen; also 

am=%), 6%; 3 —=4. 

Man hat daher in den soeben gegebenen Formeln statt: 

a e — lea @) 
und statt: 


Ve, — 2 v Ve, ge 2 
zu lesen. Daher verwandelt sich Gleichung 1) in: 


2 LEE 
28) ey (m 3 ee a. h 


du? 4) sin (Ve, — & u) e 


d’y ( 1 Cal 63 \ 
“ uff A) am 20 
| 4) sin? (Ve, — ui) i 


MR — (m a 2) . 
4 


Den durch 29) definierten Funktionen hat Herr Hicks’), wenn 
„tu“ eine rein imaginäre Veränderliche und A’ — »? ist, den Namen 
Toroidalfunktionen (tesseral toroidal functions) beigelegt. 

Aus Gleichung 2) folgt unter diesen speciellen Voraussetzungen: 

E 1 
30) yazl(a—e) # sin? (Ve — &u). u — Ss —ı). 
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Die adjungierte Funktion z ist alsdann die zugeordnete Kugel- 
funktion mit ganzzahligem unteren und beliebigem oberen’ Index; 
denn sie genügt der Differentialgleichung: 


d? dz 
31) FE: S are) ctg ae 63 Dre 
4 —e m? (& — 6;) 
—+!h— m? e a na 
b = sin? (Ve, — e; u) 


Das Integral dieser Gleichung ist in Heine’s Bezeichnung: 
aa, ph (eos (Kar — 2) —+b ah (cos Ver eu): 


Aber die Bedeutung „Kugelfunktion“ ist hier allgemeiner. gefasst. 
‚Wenn-von Kugelfunktionen im eigentlichen Sinn die Rede sein soll, 
so muss: 


33) im Tl na+n 

sein, wo n eine ganze Zahl ist. Für 

34) a y e = 3 —(w +5) 
erhält man die Mehler’schen Kegelfunktionen und ist schliesslich 
3 


so handelt es sich um die schon genannten Ringfunktionen. 
Die Definition 22) reduziert sich auf 


1 1 
Sn ei) 


36) zn) Ile E= FE ? sin Cara ) n . y 
(a) "sin lan) = 


wo AR der Differentialgleichung genügt: 


2 2 
Om tr 1)Ver ctg (Ve, — &u) 


de „(m) 
Kr 


=: BOWA Er = a 
Im+3)(4+4 SR ee re 


und das analoge: 


37) 
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1 1 
_- — + m 


38) ee (Ce een a! z » yr 


il 


? sin (Ve, = a .2. 


a7 a ag &): 


d’z 
39) nn = meh oo ctg Ve — u) —— 


far 2)+@-Ya-ikame 


Ein specieller Fall dieser Gleichung findet sich in Heine’s Hand- 
buch I, p. 217, Gleichung $). Wir haben es daher hier mit den 
Funktionen: 


. au 


N —a-PmM + 5.0m 
maß) +5.9%) 
nach Handbuch I, p. 216 zu thun. 
Die einfache Gestalt der Gleichung 31) gestattet auch sie auf 
eine algebraische Form zu bringen. Setzt man: 
41) co (Ve, — &5-u) = % 
und macht » zur a so entsteht: 


40) 


42) Aal 0) +23) 
ee m? en 
e, 163 3 1—ıx 2 : 


| Dieser Form der Differentialgleichung der adjungierten Funktion z 
korrespondiert die aus der algebraischen Normalform 5) für & = e 
bez. e, = e, entspringende = zwar für > e;: 


43) 40) CH 420 2 
> ey a 
(«+ Fe y=\. 
Setzt man 
44) s—= (ls, —e)ce-+ e 


so geht 43) en ie 
dy (e— (h—ae) 1 
Er da = (4a — &) ;e ni) u 


Die grosse en nheret der Gleichungen 42) und 45) hat in 
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Heine’s Handbuch die Veranlassung zu einem Versehen gegeben. 
Aus unseren Deduktionen geht unzweifelhaft hervor, dass die Lame- 
schen Funktionen 2. Ordnung zu den y-Funktionen gehören. Heine’s 
Ableitung der höheren Kugelfunktionen aus den allgemeinen Lame- 
schen Funktionen (Handbuch I, p. 450) verweist daher jene ebenfalls 
zu den y-Funktionen. Daraus folgt, dass die Heine’schen zugeord- 
neten Kugelfunktionen (Handbuch I, Teil 1) — weil z-Funktionen — 
mit den aus den Kugelfunktionen höherer Ordnung abzuleitenden 
Kugelfunktionen 2. Ordnung (Handbuch I, Teil 3) — weil y-Funk- 
tionen — nicht identisch sind. In dem besonderen, von Heine stu- 
dierten Fall löst sich dieser Irrtum in eine Relation zwischen z- und 
y-Funktionen auf. 
Setzt man in 42): 


EREND 2 
46) ent) N 


e, FI% 2: ? 3 2 4 i 
bezeichnet das zugehörige z durch 
an+1 
47) Zn SR, 


substituiert man in analoger Weise in 45) 

ee il A A a ee 
48) en +?) mn 
und nennt das zugehörige % 


49) Yon +1? 
2 
so besteht die Gleichung: 
2n+1 
50) 2, 2 [cos NE >] ==. Yan +1 I- ctg? (Ve, — | 
—— 


1 


— (, — a * sin ur: eu) - en - ctg? (Ve, — =D] 


EI 


SD 
Die Fourier-Bessel’schen Funktionen. 
Werden die beiden Perioden der @-Funktion unendlich gross, 
so verschwinden 9, und 9;, also 9 —=(0, 9; —= 0 und weiter: 
| EV} 
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Diese Funktionen sind ah als Grenzfall sowohl in den 
Lame’schen, als in den Laplace’schen Funktionen enthalten. Es ist: 
1 


pu—= 5 Gu=u Hi il), 
daher lauten die entsprechenden Gleichungen: 
sn) er 
da A u? 4: 
Die algebraische Normalform redueiert sich auf: 
re me 
2) dir mt s—hy=0. 
Zwischen y und z besteht der Zusammenhang: 
53) y=Vu:z 
2 2 
54) 2 ee 


du udu 
Diese Gleichung folgt sowohl aus 3) als aus 31). 
In z erkennen wir die Fourier-Bessel’sche Funktion: 
55) z=al,(Vhu) +5 K,„(Vh- u) 
mit ganzzahligem unteren Index. 

Die besondere Natur dieser Gleichung erlaubt es, die willkühr- 
liche Grösse A mit dem Argument zu verbinden. Wird Gleichung 33) 
für die Kugelfunktionen im engeren Sinn zugelassen, so wird bei 
dem Uebergang zu den Bessel’schen Funktionen A=r(n-—-1) zu 
setzen sein. Dies ist aber nicht im Einklang mit dem von Herrn 
Mehler gegebenen Grenzverfahren, welches auf /,, (u) bez. X, («) führt. 
Daher müsste: A=n(n + 1) —=1 sein, was der Voraussetzung, dass 
„nr“ eine ganze Zahl ist, widerspricht. Der Mehler’sche Uebergang ist 
deshalb, weil er den endlich bleibenden Parameter » der Differentialglei- 
‚chung der Kugelfunktionen mit einem variierenden z, welches sich auf 
das Argument « bezieht, "in Verbindung bringt, zu verwerfen; ins- 
besondere macht sich seine Mangelhaftigkeit fühlbar bei den in Heine’s 
Handbuch aus dem Laplace’schen Integral der Kugelfunktionen gezo- 
genen Schlüssen auf die Bessel’schen Funktionen. 

Die Funktionen des elliptischen Cylinders, welche „in derselben 
Weise durch einen Grenzübergang aus der Differentialgleichung der 
Lame’schen Funktionen wie die Differentialgleichung der Bessel’schen 
Funktionen aus derjenigen der Kugelfunktionen“ abzuleiten sein sollen, 
baben wir hier nirgends angetroffen; ja dieselben stehen ganz ausser- 
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halb des behandelten Gebietes von Funktionen, wie man sofort er- 
schliesst, wenn man mit Lindemann’) in die Gleichung: 
Ta + wg B)y—0 
einführt: 
200° Y 
und erhält: 


121-294 li „r@2—-9y—0, 


die von anderem ne, ist als die RN Gleichungen. 
Schliesslich mache ich aufmerksam auf: 


( l 
56) Ger Kam tal), da! A 5 lm) ig 
du? U du 

(Handbuch I, $ 58, Gleichung 40), wo 

57) Sy ya #5 "),, Rz 
und analog: 

1 
58) Z(m) > a u y= u 2. 
@ m) _ 2m — 1) dam 
86. 


Legen wir uns nun noch die Frage vor, wann wird das Poten- 
tial eines Rotationskörpers durch Lame’sche, wann durch Laplace’sche 
_ oder wann durch Bessel’sche Funktionen bestimmt, so ist die Antwort 

darauf nicht schwer zu geben. Ich erinnere hierzu nur an I], 21). 
Schreibt man diese Gleichung: 


1 ı 
48 (a) 


p@+ in) 5, R' (a) 


so kann man daraus die Meridiankurven der betreffenden Rotations- 
körper ableiten. Das Fundamentale in 60) ist die Weierstrass’sche 
Funktion 9 (£-+ @u),.und verweise ich hierzu auf eine von mir ver- 
fasste Abhandlung im Archiv für Mathematik und Physik, Bd. 69. 
- So lange die rechte Seite von 60) doppeltperiodisch ist, handelt es 
sich um Lame&’sche Funktionen. Besteht die Relation 95? — 27 9° —=0, 


60) atir=a+ 
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so haben wir Laplace’sche Funktionen, indem erst die Natur des 
vorgelegten Körpers über das Auftreten „eigentlicher Kugel-*, oder 
Kegel-, oder Ring-Funktionen u. a. entscheidet, also den oberen Index 
in Heine’s Bezeichnung bestimmt. Ist endlich die Abbildungsfunktion 
‘eine rationale Funktion, so erhält man Bessel’sche Funktionen. 

An dieser Stelle möchte ich einen Irrtum in Heine’s Handbuch 
berichtigen. Bei der Besprechung der Preisschrift des Herrn Wan- 
gerin schreibt Heine (Handbuch II, p. 310): „Nach Einführung der 
neuen Koordinaten gelingt es Herrn Wangerin die Integration der 
partiellen Differentialgleichung auf die von gewöhnlichen, mit zwei, 
nämlich einer unabhängigen und einer abhängigen Veränderlichen, 
zurückzuführen. Wenn alles allgemein bleibt, so haben ihre Lösungen 
den Charakter einer Lame&’schen Funktion 3. Ordnung.“ Im 
Gegensatz hierzu ist am Schluss des vorigen Teiles festgestellt, dass 
allein Lame’sche Funktionen von der 2. Ordnung auftreten. 


Dritter Teil. 
5 Behandlung der gewöhnlichen Differentialgleichung. 
81. | 
Die vorgelegte Aufgabe wird, wie aus dem vorhergehenden er- 


sichtlich ist, erst dann als gelöst zu betrachten sein, wenn es gelingt, 
die Differentialgleichung: 


ey. | 1° 
1) HR (mon —aly, 
beziehlich die zu ihr gehörige algebraische Normalform: 
| \ day ( 1 dy 
EEE el RER N, eo 
2) (4 8 ga 8 %) ar 68 5 9) Er 


— (m —4)s—1ly=0 
zu integrieren. Dies kann in zweifacher Hinsicht unternommen wer- 
den. Entweder „man sieht die Integration einer Differentialgleichung 
als vollständig erledigt an, sobald es gelingt, sämmtliche Zweige der 
partikulären Integrale durch eine einzige, für alle Werte der unab- 
hängigen Veränderlichen giltige, Formel darzustellen“, wobei hier die 
Gleichung 2) zu Grunde zu legen ist. Oder aber man versucht, das 
Integral der Differentialgleichung in geschlossener Form aufzustellen. 
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Dann wird man sich vor allem der ursprünglichen Gleichung 1) zu- 
wenden und auf die Arbeiten von Fuchs"), Hermite'?), Mittag-Leffler 
und insbesondere auf diejenigen von Picard‘) recurrieren, welche 
ihren Gipfelpunkt finden in dem Satz: Jede lineare Differential- 
gleichung 2. Ordnung mit doppelt periodischen Koefficienten hat zu 
Integralen doppelt periodische Functionen 2. Gattung, d. h. solche, 
die bei der Vermehrung des Argumentes um eine Periode in sich 
selbst übergehen, multipliciert mit einer Konstanten. Dass die zuerst 
genannte Erledigung der Aufgabe nur ein Ausweg ist, leuchtet ein; 
dass aber die zweite grosse Schwierigkeiten darbietet, ist bekannt. 
Im folgenden gehe ich aus dem schon genannten Grunde, und weil 
die Resultate, zu denen man gelangt, specielle Fälle der von Herrn 
Seifert") in seiner Dissertation niedergelegten sind, auf die erste Art 
der Lösung nicht ein. Was die zweite betrifft, so kann ich nur 
einiges, auf diesem noch so wenig beleuchteten Gebiete, orientierende 
beibringen. Ich zeige, dass eine Arbeit des Herrn Brioschi im engsten 
Zusammenhang steht mit unserer Differentialgleichung; beweise, dass 
derselbe sich im Irrtum befindet, wenn er die von ihm aufgestellten al- 
gebraischen Integrale als die vollständige Lösung unserer Gleichung 
ansieht und versuche den Charakter der Integrale und ihre Bezie- 
hung zur Brioschi’schen Untersuchung aufzufinden. Hierzu knüpfe 
ich zuerst an die Gleichung 2) an. 


82. 


Die.durch die Differentialgleichung 2) definierte Funktion y ist 
durch die 4 singulären Stellen s = e,, &, e;, © charakterisiert. Unter- 
suchen wir, wie sich das Integral y in der Umgebung einer der sin- 
gulären Stellen e,, e, e; verhält. Der Gang der Untersuchung ist 
derselbe wie der von Herrn Schwarz in der unter °) genannten Ab- 
handlung niedergelegte. 

Bilden y, und y, ein Fundamentalsystem von Integralen der 
Gleichung 2) und bezeichnet man den Quotienten derselben mit 7, 
also 
Ya 


3) — 
, L Yı 


so genügt 7 der Differentialgleichung 3. Ordnung: 
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A 


m 9 "\9 
4) = — Dr (7) = 


N N 
— 58 3 1 1 2 
” (s — &) (Es — &) (s— &;) ne S— & = 
> («s — h) \ : 
2(s — a) ("— &) (s — &) 
5) e=m— 4 


(15219 ( 1 Re 1 ne 1 Br 9 (&1, & &3, &, A) 


6) [nl = 2 s——au 8 —a. 8— (s — 6) 
EI p (&o, E35 &ı, @&, h) Fe p (es, &1, &9, &, h) ; | 
(Se &) (s 3. &;) 
7) 1 > 


op (e,, e ur 9 & h) ist eine algebraische Funktion der Grössen e und 
von « ae ” Durch cyklische .Vertauschung der e’s entstehen die 
drei Zähler. 

Um das Verhalten des. Quotienten 7 in der Umgebung von 
“ (s— e,) zu untersuchen, setze man: 


8) nn 
und entwickele die rechte Seite von 6) nach Potenzen von x, so wird: 
1—NY,« 
9) []s = [7a Fe 22 => a (@). 


Da von hier an die Schwarz’schen Entwickelungen wörtlich 
gelten, so wird man zu einer auf pag. 307 a. g. O. analogen Reihe 
(L) gelangen und man wird erkennen, da A weder —= O0 noch = 
einer ganzen Zahl ist, dass die Stellen e,, &, e; für den Quotienten 
q, also auch für das Integral y den Charakter von ausser- 
wesentlich singulären Stellen im Giltigkeitsbereich der für das 
Integral zu gebenden Reihenentwickelung haben. 


8.3. 
Statt die Stelle s—= » einer Untersuchung zu unterziehen, trans- 
formieren wir durch die Substitution: 


" —. 
V®—,s— — 8 —9 


die Gleichung 2) in die doppelt periodische Normalform 1) und häben 
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damit der Stelle s= » die Stelle u—= O und deren Congruente zu- 
geordnet. Man ersieht, dass den Stellen 
11) | F— eı &, 63 die Stellen 

I 0, o+0@, o entsprechen. 
Bilden wir wieder die Differentialgleichung für den Qutienten 7, 
so lautet dieselbe: 


1— 4m? 
12) ' ER u + 2, 
oder, wenn für 9% seine Reihenentwickelung an wird, 
=, ga as a Ds 
a que 
> (4m 1) ann Gesch +24. 


Die von ne Schwarz mit A bezeichnete Grösse ist hier = 2 m, 
also stets eine ganze Zahl, einschliesslich der Null. Die Stelle 
wu=0 ist folglich für den Giltigkeitsbereich des Integrals y der 
Gleichung 1) stets eine wesentlich singuläre. — Die Untersu- 
chung wird sich von jetzt an der Bestimmung eines partikulären 
Integrals 7 der Gleichung 12) zuzuwenden haben. 


84. 
Dazu gehe man aus von der Reihe: 
14) (152) = ee —.n NR 


u lee. 

Aus derselben leitet man ab: 

d? N am 
te du 


OR u? 


.2p-+]1) eg 


15) 


Bildet man en : 


dr r 


es 2 
16) a er) 


2 u? 
.@p+Db,.ı% ’+--- 
+ (2m +1) ()+bW+...b,,2ıW +...) 


+5, +35 w 


1 
7 SER PER 
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so ergiebt sich durch Vergleichnng der Koeffiecienten von 13) und 16) 
für diejenigen von 16): 


h 
IT m) 
1 
Bella Does 
hi, Dh op RR re 
6 (m + 3)L2(m +1) (m +2) !(m + 1)? 22 Un; 
Br 2 93 
we na] 
De ne a! u | rn 
ee 35.5 4% 
„Steh: | (öm+ 11) Mr 
2 (m+A)L 2: (m +1) (m + 2) (m +3) 
4m? —1)9%R (3m +17) (4m? — 1) 9g;h 


3.5 (m+1) (m +2 (m+3) 2.7 (m + 1)(m-+3) 
4m’ —1?9g? dm—]) | 


28. 5? (m + 2)? 24.3.5? 
und allgemein ist: 
18) 2. (mtp+Db,,,,=8 + (bb, ee 
b b »—1 
N N re ale Am? —]1 — 6,6 = 
bo Be ( ae a 2, pr+1l—rv 
p=3,4...0 
Aus 14) folgt durch Integration: 
d E 
Srau=1s l=190-U+2m)igurcut 


b, 
BA 22 
rer er 


dp +1 wrt+t? 


d = 2» 
19) EU an ap +2 


u, ale = 
1 


Dep +1 ei, 
He +...) 


oder explieite: 
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20) = 04 (+m 1er Ber 
15 1 63 
214 
d, 
8.31 


Für die aufgeschriebenen drei Glieder sind die betreffenden 
en : 


h 
21)  2m+1) 
; 23 SE 1 (22 Ex De al, 2 
as b, Eh (m + 2) b, (4m 1) D) a 
1 1 5 bene: 
a ee: _ (4m—1) . 
TE mr mrT IHR 
AA NE le 1 [ 2 RX 
: : En ur w+B 2b, b, — (4 m? BySE 


(m + 3) 1 
a 39 22 lt Fon in Ber. 
3 a em) PRERPPL CL. nl) s] 
m 2 (m +1) (m+2).5” Th 
Durch Integration von 20) folgt der Ausdruck für das partiku- 
läre Integral 7; ein allgemeineres ist 


+ 


DA 
Ms n+n 
Ersteres stellt sich für die einzelnen Werte von m folgendermassen dar. 
m—N. 
22) n=C + Clgu+ CUP). 


Dieser Fall ist vor allen übrigen dadurch ausgezeichnet, dass 
u=0 unbedingt eine wesentlich singuläre Stelle im Giltig- 
keitsbereich des Integrals ist. 

ml 

93) 10-5, +0H 
vw=0 ist wesentlich singulär, ausser für 
24) Dach dh. AN: 


yurCcuPB(u). 


m — 2. 

1-0 lade br)igu+ Cu Bo) 
u 0 ist wesentlich singulär ausser für: 

26) 2 en 5 ie — 


Man erkennt: Die Stelle z„ = 0, s = ist für m > 0 im all- 
gemeinen wesentlich singulär. Dieselbe wird zu einer ausserwesent- 
lich singulären, wenn die mit Zg w behafteten Koefficienten successive 
fir m=1,2,3... verschwinden. In jedem dieser genannten Fälle 
wird A ale ve Wurzel einer algebraischen Gleichung bestimmt, 
welche mit Rücksicht auf 21) lautet für: 


rn. an 
mM 2. r—tg=0. 
ler . a 


Gelingt es Res Menieniken Koefficienten der Reihe 20) all- 
gemein zu bestimmen, der p = m entspricht, so wird man die Ta- 
belle 27) beliebig fortsetzen können. | 

Zu diesem Zweck gebe man 20) die Form: 


28) 1 _ cu (ram 5 Be (b,=1; m>0). 
du p—=0 
Folglich: 
29) = — Cu dm I — 5 ae, wr) 
2 m 91 (2p — 2m) 


H6bo, u 


indem statt desjenigen Gliedes der Summe, für welches p = m wird, 
das Glied Cd’y,„, !gw zu nehmen ist. 

Nun besteht zwischen den Integralen oz Differentialgleichung 1) 
die Relation: 


30) K — Ya 


31) 
folglich: 


d 2 
32) Gier Ar aE 3 %==N+Yı 


beziehlich 


A) m en Ve A ' 2p 
BB yı—cau el HesWt...c0,, u er) 


1 ’ 
el lese ' ' 2p 1 x b;, =) 
34) HT Cco% (1-Het...c,, U. ers; 0, U 


ı [6'°) 
RES 2 Cbam!g 2. En w’+ly. 
. Aus 34) geht hervor, dass auch 
Bi al yi 
35) Yg or, 
ein Integral von 1) ist, wofern nicht © oder c’, verschwinden. Sollte 
dies aber eintreten, so folgt aus 20) und 31), dass in beiden Fällen 
7 = const. ist, SO en y, und %, nicht mehr von einander unabhän- 
gige Integrale sind. Schliessen wir das Eintreten dieser Möglichkeit 


aus, SO kann das zweite partikuläre Integral y, von 1) auf die Form 
gebracht werden: 


—m+z[(1 
36) u (> Me ae vahr. War...) 


BE RR El S EN 
p=0 
Diesen Wert führe man in 1) ein und setze dort für @ (w) seine 
Reihenentwickelung. Mit Rücksicht darauf, dass y, ein partikuläres 
Integral von 1) ist und dass in folge dessen die mit Zg «w behafteten 


Glieder herausfallen, gelangt man zu folgender Gleichung: 
2m 1)? a +44,%#-+...2pA,,u° °...] 
— PA +4:34,W#+6-5 AW+..2p(2p —1)4,, WW” "..] 


m— 1 2 »dy 
VE [dan vr Ban u 


+ + At ae. dt.) x 


rn) 
4 . 


2.272 


a +aut...c, u +..]-n=0 
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Diese führt auf das System: 
38) de 0= —h+2.m(m—1)4, 

0=(m—- 4), — 2mh a+2mm— 2), 

0=(m—z)a+{m®—-z4)2ma h—2mhA, 
+2:.6-2m(m — 3) 4 

0—=(m — ze + (m — +)2 M Cz Ay 
+ (m! — z) 2m 5 4,— 2mh A+2-8:2m(m—4)4, 

0 (mL) _ı+(m—t)2m Cn 29 
Hm — Z)2 mon _3 A... — 2mh Agm_4 
222m —9)2m 4,5 

0=(m—z)m + (m — Z)2m m 14 
+ (m?  Z)2my_g4 ee 
+ (m z)2m a Am 4 — 2 mh Am A 


nm) +r*r+2mbgn 


Bezeichnet man mit 4,, die Determinante: 
39)” | —h 2.2(m—1) 0 0) 0 OR 0) 
Anm=| ag —h 2.4(m-—2) 9) 07. 0 0) 
172 0 Ca —h  2.6(m-3) Ve ner 10) 
&c, &Cz @Cy —h 2. amd). 0,0 0 
Elm i Eon Klm-3 Mm  Klm-5:.. 69 —h2(2m—2)-1 
IE Cm Ecm—i Elcm—2 Elm—3 Elm—4 sr. &Cy Ca —ıh 


* In Betreff dieser Determinante vergleiche man: Fuchs ®), p. 376; 
Schwarz 6), p. 309; Frobenius "), p. 217—22%6. 


3l 


2 —2. ° 
e in der Entwicke- 


a=m — = c, ist der Koeflicient von u 
lung der @-Funktion und aus der Weierstrass-Schwarz’ schen Formel- 
sammlung p.11 zu entnehmen. 


Alsdann ergiebt sich der Koefficient d’o,, durch die Gleichung: 


40) Amt 2m bon (m - VD! m —-— YD!=0, d.h. 
b’ I EBENE 2er. 
2 m me ljirt 
a 0 Re 


Das Verschwinden von 4,, ist demnach die Bedingung dafür, 
dass die Stelle « = 0 eine ausserwesentlich singuläre Stelle im Gil- 
tigkeitsbereich des Integrals ist, weil dadurch aus der Reihe 36) das 
Glied mit Z/g« verschwindet. Aus 39) leitet man successive diese 
Bedingungen ab. Entwickelt man zu diesem Zweck die Determi- 
nante nach Potenzen von A und setzt dieselbe für den Augenblick 
= f(h), so ist nach dem Maclaurin’schen Satz: 


m ık 
O—2 „DO 
Wünscht man jedoch eine Entwickelung nach absteigenden Potenzen 
von Ah, so hat man von dem Determinantensatz Gebrauch zu machen, 
dass der Koeffieient von A” —° gebildet wird aus der Summe aller 
derjenigen Unterdeterminanten <*“ Ordnung, deren Anfangsglieder nur 
Elemente des Diagonalgliedes der Determinante enthalten. So erhält 
man, wenn nur diejenigen Glieder angedeutet werden, welche für die 
Fälle m =1,2,...6 ausreichen: 
41) 0= 1m _ a, m 2 7. RE: 2.4 (m — 2) + 2.6 (m — 3) 
BER ..2.2p(m—p)...+2(2m—2)-1 
— ac,hm 3 & (m — 1): in ce — 2) + 2.4 (m — 2)-2.6 (m — 3) 
A ER EWR Er Re ER 
+ aı"7272.2 (m 1)-:2:6(m — 3) [ea — ,A(m— 2) co) 
—+ 2.2 (m — 1) -2.8 (m — 4) & cy 
+2.2(m —1)-2.10 (m —5)ac® —+....... 
+ 2.4(m — 2)-2.3 (m — 4) [ec — 2.6 (m — 3) ec] 
+ 2.4 (m — 2) - 2.10 (m — 5) « 02 
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+ a AR—5 [2.2(m—1)-2.8(m— 4) [&c363|2.4(m— 2) + 2.6(m—3)) 
—2.4(m — 2) -2.6 (m — 3) c;] 
—+2.2(m — 1)-2.10(m — 5) [2.4 (m—2)+2.3(m—4)]&c3c; 
+,2:.4 (m’— 2) - 2.10 (m — 5) ao. 
12.6 (m — 3) + 2.8 (m — 4)\ 
— 2.6 (m — 3) 2.8 (m —4)o])+......... 


— 2.2(m—1)-2.10(m—5) ehr "12.6 (m — 3) a? 0} | 
— 2.4 (m — 2) -2.83 (m — 1a 
— [2.4 (m — 2) - 2.6-(m — 3) 
+2.6(m —3)-2.8(m —4)]aczc, 
+2.4 (m — 2) -2.6 (m —3)x 
2.38 (m —A4) co. 


Hieraus leitet man ab, wenn: 
42), um 1: kon 
| 3 
m—=2. M — I 0. 
Mm: #—Iph —- 209: —0. 


en. m yr— 2M6gk+Tn 20. 


ie 
m—5 Bu Mana Lian 
u 11664 da ur == Ö. 
ne — 1% — A516 9 + anzer R2 


8505 


+ 231400 93.9; n—1100( 
Damit sind wir wieder auf die Tabelle 27) zurückgekommen, 
welche demnach beliebig fortgesetzt werden kann durch Ausrechnen 
der Determinantengleichung 
AIn=% 


Was die Konvergenz der gegebenen Reihenentwickelungen be- 
trifft, so kann auf die Untersuchung des Herrn Frobenius’) verwiesen 
werden (Borchardt’s Journal, Bd. 76, p. 218), welche zeigt, dass unsere 
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Reihen 33) und 36) für alle Werte von «, welche dem absoluten 
Betrage nach nicht grösser als R sind, konvergieren, wenn R der 
Radius eines um den Nullpunkt beschriebenen Kreises ist, der belie- 
big wenig kleiner ist als der, innerhalb dessen: 


u Nm — +) WU h 

konvergent ist. Weiter darauf einzugehen, verzichte ich an dieser 
Stelle. Schliesslich mache ich noch auf 10) aufmerksam, welche 
Gleichung zeigt, dass die gegebenen Reihen nicht allein nach Potenzen 
von «, entsprechend der Differentialgleichung 1), sondern auch nach 
Potenzen ‘der Weierstrass’schen Normalform des elliptischen Integrals 
erster Gattung fortschreiten, entsprechend der Gleichung 2) mit der 
Variabelen s. 


SD. 

Nach diesem Ueberblick über die Natur der Integrale von 1) 
gehe ich zu der einzigen, sich mit unserer Differentialgleichung be- 
schäftigenden, Publikation über. Für den durch das Gleichungs- 
system 42) dargestellten besonderen Fall hat nämlich Herr Brioschi 
die Gleichung 2) bez. 1) in geschlossener Form integriert, ohne je- 
doch die Nebenbedingungen, welche sich an das Integral knüpfen, 
erkannt zu haben, wodurch derselbe zu der Annahme verleitet wurde, 
dass 1) nur algebraische Integrale besitze, während er in der That 
denjenigen Fall dargestellt hat, wo die doppelt periodischen Funk- 
tionen 2. Gattung zu gewöhnlichen doppelt periodischen Funktionen 
werden. Daher gebe ‚ich eine kurze Darstellung der Resultate 
Brioschi’s'’), woraus dann die Bedingungsgleichung 
43) An 
herzüleiten sein wird. 

Herr Brioschi geht aus von 
RT er 22) 
RE | 
unter der Voraussetzung,. dass » eine ungerade Zahl sei. Setzt man 
daher n = (2m — 1) und berücksichtigt II, 9) und 10), so erhält 
man Ill, 2. In Gleichung 2) substituiere man zur Abkürzung: 


45) 4? — 3 — gg A (®—Zz)s—h=B; 
so lautet. dieselbe: 
46) 2 4Ay ++4y'—=2BY. 


- 44) k2 sn? uthl.y 


, 
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Sind y, und y; zwei partikuläre Integrale dieser Gleichung und 
bildet man : 


47) Yıy vd; 

so genügt v» der Differentialgleichung: 

48) 2 Av" +3AvV’ +AvV=8BvVv+4Bo. 
Diese differenziere man p-mal nach s, so entsteht: 

49) 2 HH HH A urrt 
Br FT u a v® —4 (2p-Hl) By er Bye. | 
Der Koeffieient von vo” ist: 

50) ep +) EP + -(m-4)| 


woraus durch Anwendung einer Schlussweise des Herrn Hermite'?) 
folgt, dass der Gleichung 49) durch ein ganzes Polynom von der 


Ordnung } 
(m— 3) 


genügt werden kann. Dabei ist aber der Fall m —= O auszuschliessen. 
Deshalb setze man im folgenden statt 


51) m | m+1 
alsdann ist: 


52)v—=F(s) — Vaart, EHI. + agmst Agmr1 
Mit Rücksicht auf 


53) Yyyı — Yıya = VA 


bildet Herr Brioschi a. o. O. als Ausdruck für das allgemeine Integral 
von 2): 


fo, 2 u 
14 F"(s) Gi 2 Bi 
en se 
Dare ler YA Ei £ 
Zu Bestimmung von © führt nach Hermite folgender Weg. Die 
Gleichung 48) lässt sich schreiben: 
55) Aß@v" —v?) + Av!’ =4Bv®—N. (N=eonst). 
Aus: i 
56) v—= F()=V% is) 
folgt durch Einsetzen in 55): 
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2 ro - EN) + AFOW=4BE)—N 


Der besonderen Lösung 52) von 55) entsprechen bestimmte 
Werte von N. Sei nun s, eine einfache Wurzel der Gleichung y,=0, 
so ist sie es auch von v=y,y = 0. Verschwindet aber v, so 
wird v' fürs = s, unendlich gross, wie aus 56) hervorgeht. Aus 
57) folgt, dass dann auch N= © wird, wofern nicht %(s) = 0 die 
Eigenschaft hat, m Doppelwurzeln zu haben, d. h. %(s) hat die 


Form: 
ve) = [POP -«— 
wo 
Po)— st a mir I ash Seren + (— 1)" a,- 
Dies in 57) substituiert, ergiebt: 
2 1 da ’ 
58) a(P@) P (s) (8 — 8) — a — P'?(s) 6-3) 


- 4(P@) P(s) (se — e)—+ N) 4BP(s)(—e)—N. 


Für s=s: wird N=o, wofern nicht 
€ = e15 095 6, = e)» 


Dann ist: 
59) v= Pi) K — 3 ("—a"nl...)'Vs— eo, 
60) N= A(s,) En (5, Er e,) 
oder: 
1 
N 57: P?(e,) 4'(e,) 
wie aus 58) sofort folgt für s = s, bez. = e,. 
Aus 
Yı (87) —=0 
folgte: 
VERF DK Ei 07 
demnach: 
v (s,) =, Yı Yt (Yı Ys)- 
= 
Daher 


N=Av’=Alyı yı)’ 
und aus 53): 
2 


yı Yals, 3% Va 
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Folglich: 
N=-0,0-I/Nan 
61) C=Ple)V, = MT gen 
oder auch: 


Ü= n Pe) V120? — 9. 


_ Herr Brioschi leitet aus 54) und = ab: 


G 2, = alr (s) ar 


A=4°— 98 — 9 —4ls — e) (s — e) =) 
63) u(s) —=4l(ls — 2.) @ —e,) 
Al) = nl) = 4 — ee) (a — 8) = 120? — 9. 
Durch Partialbruchzerlegung und wegen des doppelten Wertes 
von C in 61) ie 62) über in: 


64) I ol 2) - 1 Vero) e;) a Ba ae (s) +! "re al rec >> Val) 


Durch Einführung der Abkürzungen: 
A, (a) = Vu() —Vu(a) —2ß—a) 
4A, (a) = Vu(s) +Vu(a) — 2 (s — a) 
erhält man für die beiden Partikularlösungen y, und y, die Ausdrücke: 


65) 


6 „Vol [ah Ai 
4; (e;) A; (8,) 
_ Vera .% = ol E(aa)e 
indem: nr 
Ay A 
2 on = a’ 11 Aula): 


ist. Soweit Herr Brioschi. | 

Diese Lösungen gestatten eine direkte Vergleichung mit den 
Integralen 29), 33), 36) nicht. Abgesehen davon, dass nach 51) in 
ihnen statt m stets (m — 1) zu lesen ist, ist noch folgendes zu be- 
rücksichtigen. Das Integral 7 von 12) in 29) ist nur eine partiku- 
läre Lösung. Nun lässt sich aber Ieieht nachweisen, dass, wenn 7 
eine solche ist, 
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68) nn BIER IM 

N N 

ebenfalls ein Integral ist. Nehmen wir daher die Nebenbedingung 
39): dom = 0 als existirend an — tritt doch in 67) kein mit !g « 
behaftetes Glied auf — so wird sich, wenn in 68) für „7 diejenige 
Reihe gesetzt wird, die aus 29) im Fall #9 „= O0 hervorgeht, der 
Quotient 7, in Form einer gewöhnlichen Potenzreihe ergeben. Diesen 
Charakter hat- 67). 

Weiter ergiebt sich aus 68): 


dm 
d ER ERRER du 
69) FE (n + m) PR, 
Also mit Rücksicht auf 29): 
d N RE Re 9 
70) FEN P (u). 
Folglich: 
71) q (In aut (u?) 
Yı du 1 
in Uebereinstimmung mit y, in 66). 
Schliesslich; | 
1 
= —- mh 
12) Er Tee 2.R,(W), 


wie es y, in 66) erfordert. 

Um es an der nötigen Strenge nicht fehlen zu lassen, behandle 
ich noch den interessanten Fall m = 1, mit der Nebenbedingung aus 
42): A—=0. Hierfür lautet 12): 


5 -%-2(0)=-3 
13) Kr 7 er == 5 p u. 
Sehr leicht lässt sich die Identität beweisen: 

ae 
74) Fa uw’ 6p(2u) 


(nach I, 41). 
Demnach ist: 


= 1) 


eine partikuläre Lösung von 73) und, wie man sich überzeugt, unter 
23) für 4, = 0 zu subsumieren. Es fragt sich nun, wie sind die 
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Konstanten m und » in 68) zu bestimmen, damit der aus 67) für 
m = 1 hervorgehende Wert von „ sich mit dem Werte: 


e(>)+m 
eier. 
3)" 


decke. Ich behaupte, dass mit Beachtung von s= px für 67) die 
Identität besteht: 


1° = een 


76) 


(pu SR e,,) (pu ER, e,) Er V(e, SH eu) (e, FE e,) Sz (p ae, e,) 


p (5) et, (Va— eu) (a — &,) — ) 


ee DT 


+) -(Ya-wa-s)+a) 


In der That, löst man diese Gleichung nach Pu auf, so gelangt 
man zu der bekannten Formel: 


Wo+Hl+rß) 


ne U U u : 
(5) 2) (I) l3) 6) 
Folglich ist: | 
783) m=Vag—e)(a—e)—a; n= Mae) (a—e)+& 
zu setzen. | 
Schliesslich ist noch zu bemerken, dass die Integrale 66) zu er- 
setzen sind durch: 
79) y=VP(s)-(s — e,)* 
ds 
P(s)(s — e)” VA 
wenn P(s) =0 eine Doppelwurzel: besitzt oder für s=e, ver- 
schwindet. 


Ya 7, 


* Formel 77) vermittelt den Uebergang von P (u) zu P(2u); dieselbe 
scheint neu zu sein. 
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Weiteres hat Herr Brioschi hierüber nicht veröffentlicht. An 
seine Untersuchungen anknüpfend zeige ich, dass die Grösse A der 
Differentialgleichung 2) für die von ihm gegebene Lösung nicht will- 
kürlich ist. Nach 59) war: 


59) v=P()Is—g . 
Bee ee 1y RC HEEEE FE RE +(—-1" a, 


Soll» ein Integral von 48) sein, so muss diese Gleichung, wenn 
für vo sein Wert substituiert wird, identisch befriedigt werden. Er- 
setzt man mit Rücksicht auf 51) in 48) den Zahlenparameter 
(m? — z) durch 

| 1 2m+1) 2m-+ 3) 
en BE en N 3 RUE SEE u Er 
80) e=(m-+]1) N 5 5 
so geht aus 48) die Gleichung hervor: 
d? P(s) 
1) Et —3,aF— 2 +PR, 9a — 29)|e +29) Ta 
d? P(s) 
ds? 


+ (883 — 6, ° — 695 +[Be, a — 393) 


dP(s) 
ds 


4 ki En — 6 (+2) 
—8e,h 
4 


+ ((6— 80) s +4h+4ca — 39)-P()—0. 
Durch Einsetzen von P(s) folgt, dass zwischen je 5 Koefficienten 
a; von P(s) die Gleichung besteht: 
82) s(m -— pP) pP +) 2m —p+ VD %-+ı 
+42 (mp) +1] [a ep +Dm pp — VD} + ho 


+(m—p+1) Bam pm r+2+6 (+2)+ se, 2 p—ı 


+ (m —p-+2) (m —p-+1) (2 (m —p)+3) (49 —9:) 2 
— (m—p+3) (m -—p +2) m -—p+ 1229" y-3 =. 
p=(,1...m. a 8_ +) >= In + op +1) LO. 

Insbesondere folgt hieraus für: 
3ö)p=0. hHeoam+2am—0. 
p=1 32m(m -— 1) +42 m— V)(k+3e m) a, 


+m(2 ga m? + 6a +80h)= 0. 
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/ 
p=2. 24(m—2)(2m—1)a+4(2m—3)(g öm—2)+h)y / 
a Brmm—2)+6 + g+8e,1] a 
+m m -)@m Non —- M)=0. 
p=m. —B3! 209 m_s3s + 2! 3(e 9 — 9) m—2 
| \ | 
eg (6 er +29 er 3c5h)an-ı+4[e [m?—+2 m] + n) Am —O. 
Die Gleichung 82) stellt (m + 1) lineare Gleichungen für die 
(m + 1) Unbekannten a,...a, und } dar. Sieht man für den Augen- 
blick h als bekannt an, so muss die Determinante dieses Systems 
von Gleichungen verschwinden. Dieselbe hat die Gestalt: 
Ola, | 00 Oo | > 
g ll . mM Oo 41 (13 
A=0,..m (ao Ay. Ay Gag 
a9 Oz O9 9 Ay 
Ay 47) Az Ay Q; 
84) O9 Us O4 Q;5 Olse 
Am—-1,m—4 Am-1,m—3 Am-1, m— 2 Am—-ı,m—1 RE am 


OAm,m— 3 Om ,m—2 ; Omm—i Om, m 


Der Raum jenseits des 5gliedrigen Diagonalstreifens ist durch 
Nullen auszufüllen. Werden für die Abkürzungen a,,n ihre Werte 
eingesetzt, so erhält man für: 


85). m =0 (d. bh. m == 1:.nach 51) bez. 80)) hl), 


nen a Be 
| | | Sr 
+ 6er +8eh 4(3e&,+h) 
dh R—gn=0. 
87) m—2im—3) 


ergiebt durch Ausrechnen der betreffenden Determinantengleichung: 
P—Tph— 205 =. 
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88) m=3(m—= 4) 
ergiebt analog: 
Be WR — 216g + = 0, 

Diese wenigen berechneten speciellen Fälle lassen die Determi- 
nante 84) als eine neue Form der Determinante 39) erscheinen; 
denn auch 84) führt zur Tabelle 27) zurück. 

Herr Brioschi hat demnach die Gleichung 2) für den Fall inte- 
griert, dass die Integrale derselben algebraische Funktionen von 
su, also gewöhnliche doppelt periodische Funktionen sind. 
Zugleich ist dann, wie wir oben sahen, die Stelle At a eine ausser- 
wesentlich singuläre im Giltigkeitsbereich des Integrals. 


SL 

Das Auftreten von m? in der Differentialgleichung, welches so- 
wohl aus + m als aus — m entsprungen sein kann, erfordert noch 
einige Erörterungen. 

Die Gleichung 1) liefert, sobald m keine ganze Zahl ist für 
—+ m und — m zwei verschiedene partikuläre Integrale, welche aber, 
wenn m eine ganze Zahl wird, in einander übergehen, oder sich nur 
um einen konstanten Faktor von einander unterscheiden, so dass sich 
in diesem, gerade hier vorliegenden Falle, aus ihnen keine allge- 
meine Lösung zusammensetzen lässt. Dies soll im folgenden gezeigt 
werden. 

Als partikuläres Integral von 1) war ermittelt worden die Reihe: 


1. 
33) y=l "er lo thW+..... + cl, WP +...) 
Mit Rücksicht auf: 


1 
89) pu=gtartauit..tauTt... 


erhält man zur Bestimmung der c',, wenn 33) in die Differential- 
gleichung 1) eingeführt wird, die Rekursionsformel: 
90) 2p +92 m+2p +2 cey+2 
= (m— +)o+ Coca t...-+%C2p )—h Cap 
aus welcher man ableitet: 
22m +2) = —h-c, 
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am + dam mt l)er 
91) 22m +2)-42m-+4-6(2m-+ 6) cs 


— — (1 +(dm! 1) (2m +4)m+1)E) 
2 (2m +2)-42m + 4-62 m+6)-8(2m-+ 8) c; 
—(#+ (dm? — Der - (3m) RP — (Am —1)(2m-+4) (4m+10)®- h 


oe Dr (12 m? + 32 m + 61)) 


2 5 
Wird nun in dem Integral 33) die ganze Zahl + m durch — m 

ersetzt, so ersieht man, dass in der zugehörigen Rekursionsformel 

der Faktor (2m +2p-+-2) von c'ap +2 für 

92) p=m—1 

verschwindet. Demnach wird auch die rechte Seite der Rekursions- 

formel Null werden müssen. Dies kann in doppelter Weise ge- 

schehen. Entweder es ist: 

93) EN 

dann beginnt die Reihenentwickelung von y_„ mit: 


1 
94) a >leae u .) 


u ee, 13 

und man überzeugt sich leicht, dass c’gn +2 c'a U. S. W. ist. Daraus 
folgt, dass sich y_„ von y+„ nur um einen konstanten Faktor unter- 
scheiden kann. Oder aber es liegt die Möglichkeit vor, dass die 
ganze rechte Seite von 90) verschwindet. Aus den Koefficienten in 
91) ersieht man, wofern in denselben — m statt + m gesetzt wird, 
dass dies auf die Brioschi’schen Gleichungen für m =1,2,... 
führt. Alsdann -hat die vorgelegte Differentialgleichung die bereits 
besprochenen algebraischen Integrale. 


$8. 
So wende ich mich nun der Untersuchung der Grenzfälle zu. Solcher 
giebt es zwei; je nachdem die doppelt periodischen Koefficienten 
der Differentialgleichung II, 1) und 3) zu einfach periodischen oder 
zu rationalen Funktionen werden, gelangt man auf Laplace’sche oder 
Fourier-Bessel’sche Funktionen. Für die zuerst genannten Funktionen 
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sind in den gegebenen Reihenentwickelungen statt 9, und g, deren 
Werte, ausgedrückt durch e,, &, e;, zu substituieren; aber unter der 
Voraussetzung & —=e, oder 8 =e. Für die andere Gattung von 
Funktionen ist kurz 9 = 0, 9; = 0 zu setzen. 

Was den von Herrn Brioschi behandelten speciellen Fall betrifft, 
so lässt sich nachweisen, dass es demselben gelungen ist, die zugeord- 
neten Kugelfunktionen, sobald der untere Index grösser ist als der 
obere, in geschlossener Form darzustellen. Lässt man nämlich für 
die Laplace’schen Funktionen die Specialisirungen gelten 


95) Bere ut, ok 
2 1 4 8 
Ger FW Er IT 93 7 97 
Dadurch gehen die Brioschi’schen Gleichungen über in: 
96) 
Ihn =U—,: 
m=2. MP —-1l1=0;rh=—-1,-+1. 
28 160 | 8 2210 
== 3 __— — —— (): U m a en 
md N 5 57 05% 33 Far 
m—=4 *— 42% —64h+105 =0; h= — 5, — 3,1, 7. 
m=5d. hM’ — 132 Ah? — 352”? + 2112 h+4608=0; 
h=—8,—-6, —2,4, 12. 
1001 36608 172315 7404800 
ei S Br - He Ba N 9 
m—=6. h sch Sr er nn 31 h 
op, 80.220 nn 25,06 
PASTE 3’ 244 et 


Nebenbei bemerken wir, dass die Wurzeln Glieder einer arith- 
metischen Reihe 2. Ordnung sind. 

Die Differentialgleichung II, 31) für die Kugelfunktion lautet 
mit Rücksicht auf 95): 


d?z dz (m? — 1) m? 
ar we LEER ie en 
97) lg une h+ 5 nn? 07 
Setzt man 
m —|1 
98) AST er k 


so Ist für: 
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99) Mm Bel: 
ma ukheel, 2%: 
m au. ke 0,2,.6 
m—4 k=0,2, 6,12. 
m —= = 0, 23.6,:125.20: 
m=6. k= 0,2, 6, 12, 20, 30 
Also hat %& die Form 
100) k=n(n-+1), 


wenn 2 <m und n eine positive ganze Zahl ist. 

Die allgemeine Giltigkeit dieses Resultates, auch wenn m > 6 ist, 
vorausgesetzt, erhalten Heine’s Worte im Handbuch I, pag. 219: „Hier 
zeigt sich ein wesentlicher Unterschied zwischen den Funktionen 
P,. (cos u), wenn m <n von denen, bei welchen m >n ist. Die er- 
steren werden nämlich firoe=0 — d.h. sina=0 — Null oder blei- 
ben wenigstens endlich, die letzteren aber werden ebenso wie die 
Q (cos «) für e=0 unendlich,* folgende Erweiterung: So lange die 
ganze Zahl m <n ist, wird Q (cos«) für „—=0 unendlich wie lg « 
für « — 0, während bei m > n die Funktionen P), (cos v) und Q (cos x), 


oder doch wenigstens die erstere, algebraische Funktionen von s — ap 
u 


sind, welche für «— 0 unendlich werden wie füra«=0. Die von 


sin?« 
Heine gemachte Scheidung der P, und Q, mit m <n von denen, wo 
m>n ist, wird bedingt durch die Existenz algebraischer Integrale 
in dem zuletzt genannten Falle. Die Form der Integrale ist aus 
der Brioschi’schen Lösung durch Specialisierung derselben zu ent- 
nehmen. Kurz diese Kugelfunktionen sind trigonometrische Funk- 
tionen. 

Endlich ist für die Bessel’schen Funktionen in dem von Herrn. 
Brioschi gegebenen besonderen Fall für jeden Wert von m: A=0. 
Daher reduziert sich das allgemeine Integral auf: = 


a y=w (eu" + Pu”). 
Setzt man f 


d 
en 


so genügt U der Riccati’schen Gleichung: 


deren Integral ist: 


1 m (au" — Bu") 


ar 2 u u (eu Bu”) 


Zugleich korrigiert dieser Wert den durch Druckfehler entstellten in 
Heine’s Handbuch I, p. 242. 
Schliesslich folgt für 


m ound e— 0 
„=C+lelgw y=VuletPlgu). 
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VITA. 


Natus sum Aemilius Esaias Rudolfus Haentzschel Berolini a. h. s. LVIII 
d. XX. m. Novembris patre Guilelmo, matre Carolina e gente Humburg, quos 
adhuc vivos veneror. Fidei addietus sum evangelicae. 

Prima litterarum elementa didici in scholiis Wieprecht et Marggraf. 
Puer decem annorum & Bertram, viro clarissimo, in sextam gymn. real. 
Sophiae receptus, Frobenius, Oberbeck, Wangerin, viri illustrissimi, me ad 
studia mathematica et physica vocarunt. Maturitatis testimonio auctumno a. 
LXXVI instructum Dillmann reetor magnificus eivibus Univ. Litt. Fridericae- 
Guilelmae adscripsit. Per octies sex menses legentes audivi viros clarissimos: 
Kummer, Weierstrass, Wangerin, Bruns; de Helmholtz, G. Kirchhoff, Förster, 
Neesen, Glan; Eichler, Peters, Wittmack, Jessen, Arzruni; Paulsen, Zeller. 
Exereitationibus seminarii mathematici, ad quae me Ill. Kummer et Weierstrass 
liberaliter admiserunt, interfui ter sex menses. 

Examen pro fac. doc. cum a. LXXXI m. Novembri Berolini sustinuissem, 
ad facultatem exercendam et probandam reverti ad gymn. real. Sophiae, ubi 
nunc quoque versor. 

Praeceptoribus meis quid debeam, memorem me semper fore spondeo, 
imprimis gratias quam maximas ago Kummer, Weierstrass, Wangerin, viris 


illustrissimis et de me optime meritis. 
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